


Projekcijy, turinCiy nustatytas savybes, kiirimas

Kuriant nustatyty savybiy kartografines projekcijas yra sprendziamas
atvirk$tinis matematinés kartografijos uzdavinys. Sio uzdavinio sprendimo esmé:
pradzioje nustatomos biisimy kartografiniy projekcijuy savybés, o po to kuriamos
iSvestinés lygtys ir formulés, charakterizuojancios projekcijos iSkraipymu dydi
beli nustatancios kartografinio tinklo koordinates (paraleliy ir meridiany
susikirtimo tasky padéti).

AtvirkStinio matematinés kartografijos uzdavinio sprendimas vyksta
nustatant diferencialiniu lyg¢iuy dalines i§vestines. Sio biido privalumas yra tas,
kad yra galimybé sukurti projekcijas, optimalial tenkinancias iSkeltas salygas, 0
trikumas — tas, kad reikia atlikti labai sudétingus matematinius skaic¢iavimus.



Lygiakampiu projekciju konstravimas.

Lygiakampés projekcijos pasizymi Siomis savybémis:

1. Labai trumpos atkarpos dalinis ilgiy mastelis nepriklauso nuo linijos
krypties azimuto.

2. ISsaugojamas labai mazo ploto figiiry panaSumas sferiniame pavirSiuje ir
plokStumaoje.

3. Projekcija neiskraipo kampuy.

Visos trys charakteristikos yra tarpusavyje susije ir kiekviena juy lemia Kitas
dvi.

Lygiakampio vaizdo kiirimas plokStumoje reikalauja, vaizdo izometriSkumo,
tai yra mazginiy tasky koordinatés turi biuti izometrinés. Jos kuriamos perkeliant
koordinaciy tinkla nuo elipsoido pavirSiaus j plokS§tuma. Elementarios trumpos
atkarpos ilgj elipsoido pavirSiuje apibiidina formulé:

dxD*=(MxdXxB)>+ (rxdxl)*

Kur M — meridiano spindulys, r — paralelés spindulys, B — geodeziné platuma, L
— geodeziné ilguma, d — labai trumpa linija sferiniame pavirsiuje, D — labai trumpos
linijos ilgis plokStumoje.



Meridiano spindulys néra lygus paralelés spinduliui (M # r). Todél, kai
diferencialai dB = dL meridiano atkarpos ilgio pokytis néra lygus paralelés atkarpos
ilgio pokyciui (MdB # rdL). Tai reiskia, kad elipsoido pavirSiuje geodeziné koordinaté
(platuma B ir ilguma L) néra izometriSkos. Tokios pat neizometri§kos yra ir gaublio
platuma ¢ ir ilguma A . Dél Sios priezasties geografiné platuma ir ilguma néra patogios
kuriant lygiakampes projekcijas.

|zometrinio vaizdo karimui naudojamos tokios koordinatés, kuriose vienodo ilgio
diferencialus dB = dL atitinkancios linijy atkarpos elipsoido pavirSiuje taip pat biity
vienodos. Tam bitina elementariy atkarpu ilgio formule transformuoti:

: M
(dxD)* =1*x(dg*+dL)* ¥ dq= (?) dB
Kur g - izometriné platuma, | — izometriné ilguma, k — yra iSorinio meridiano
apskritimo spindulys.

Siuo atveju diferencialams dq = dL atitinka vienodo ilgio elipsoido koordinaciu
tinklo atkarpos (rdg = rdL). ISskai¢iavus ir integralus gaunama izometriniy koordinaciy

iSraiska:
B L

"M -
?dB; l= | dL =L - L,

0 I

q:

Izometrininémis elipsoido koordinatémis yra izometriné platuma ¢ ir izometriné
ilguma |. Be to, izometriné ilguma | skai¢iuojama nuo nustatyto asinio meridiano L.



Atlikus integravima izometrinei projekcijai nustatoma izometriné platuma:

(/1 + sinB\ /1 — esinB\°
¢ sl
\ 1 —-sinB/ \1 4+ esinB

Kur e — pirmasis sukimosi elipsoido ekscentrisitetas. Geodeziné platuma
nustatoma priartéjimo baidu, naudojant formule:

m

q
e? | >

4

f
/1 4+ esinB\°
B =2arctg ( )

1— esinB

Geodezinei platumai skaic¢iuoti taip pat naudojamos ir kitos formulés:

T
B =@+ kasin2¢+ kysindg + -+ .., @ =2ar-:tg(e“)—§,
e I fiey
N R s 3 b
k- 5 € 4 = + 4T e
Lygiakampiuy projekcijy lygtyse daznai naudojama funkcija U, kuri yra
susieta su izometrine platuma: !
iy [E—EJ [l—esi-nﬂ]i
q=InU T 9\4 7 2/ 1 + esinB

Sferos pavirSiui ekscentrisitetas e lygus 0. Sferos pavirSiui elipsoidine
(geodezine) platumg B galima pakeisti geografine platuma ¢ arba zenitiniu
nuotoliu Z. Tuomet gaunama:

R



Santykinis lygiakampiSkumas kartografinése projekcijose sukuriamas taikant
analitines kompleksinio kintamojo funkcijas. Siu funkeiju kintamaisiais yra
izometrinés koordinates:

x+iy=flq+iD: i=+-1

Kaip iprasta, abscisiy (X) aSis yra orientuota i Siaure pagal vidurinj meridiana,
0 ordinaciy (y) — i rytus.

Galima jrodyti, kad kompleksinio kintamojo funkcija sukuria lygiakampj
vaizda. Tam bitina nustatyti atitinkamas dalines iSvestines ir nustatyti Gauso
koeficientus. Kompleksinio kintamojo analitinés funkcijos turi tenkinti tokias
diferencijavimo salygas:

L i A e
Ivertinus dq ir dB priklausomybes gaunamos formulés:

' '
g erdmm o iy S



IS ¢ia seka, kad: r r
l Ye M Y B
Sios lygtys leidZia nustatyti sarysi tarp stat¢iakampiu koordinaéiy (X, y) daliniy
iSvestiniy, remiantis geodezinémis koordinatémis (B, L). Naudojant Sias iSvestines
Gauso koeficienty skaic¢iavimui gaunama, kad:

*'-.-"I'E \.,"'IE
== r = {]
Ml /

Sios lygtys iSreiskia visus lygiakampiSkumo poZymius. Pirmoji lygtis isreiskia
daliniy masteliy atitikima meridianu ir paraleliy kryptimi, antroji — kartografinio
tinklo staciakampiSkuma. Ortogonalinio tinklo masteliai meridiany ir paraleliy
kryptimi yra ekstremaliis. Tai reiSkia, kad maziausias ir didziausias mastelial yra
lygis. Kitais zZodziais tariant, mastelio dydis nepriklauso nuo krypties azimuto. Kai
ekstremaliy ilgio masteliy dydziai yra vienodi, tai be galo mazy kontiry formuy ir
kampy iSkreipimai lygas 0. Tuomet tampa paprastesne ir dalinio ploto mastelio
formulé.

Pagrindiniai projekcijos parametrai atrodo taip:

e=0; m=n=a=bhb: FIRE e i S i ¢ et



Galima nustatyti dalinio mastelio n reikSmes. Projekcijoms, kuriy koordinaciy
tinklo lankams budingas pastovus kreivumas, dydis n nustatomas naudojant tokias
formules:

Cilindrinéms projekcijoms n= 1£
Azimutinéms projekcijoms n= 2
Kiuginéms projekcijoms n=ua 2
Polikiiginéms projekcijoms n=o0j 5

Ivairios kompleksinio kintamojo funkcijos jtakeja lygiakampiu projekciju lygtis.

1. Linijiné funkcija ~ x = iy = C(q+ il).

Kairioji ir deSinioji Sios funkcijos dalys yra susije tarpusavyje proporcingumo
koeficientu C. Atskyrus realia iIr menamg dalis, gaunama normalios cilindrinés
lygiakampés Merkatoriaus projekcijos lygtis:

== slg s AL GER =

C koeficientas parodo, koks yra cilindro, i kurj projektuojamas elipsoido
pavirsius, pagrindo spindulio ilgis.



Ekvatoriuje abscisé x lygi 0 , esant maksimaliam geografinés ilgumos skirtumui
+ 7, ordinaté y bus lygi = # C. Atitinkamai ekvatoriaus ilgis Sioje projekcijoje sudaro
2nC. Atskiru atveju koeficientas C gali apibudinti cilindro pagrindo, i Kkurj
projektuojamas rutulys, spindulio ilgj. Jeigu cilindras lie¢ia ekvatoriy, tai koeficientas
C lygus elipsoido ar rutulio ekvatoriniam spinduliui. Jeigu cilindras kerta elipsoida ar
rutulj, tai koeficientas C lygus pagrindinés paralelés spinduliui.

2. Rodikliné funkcija. T 1 Ceo—ola—ilm—1]]

Atskyrus realia ir menama dalis, gaunamos normalios kiiginés lygiakampés
projekcijos lygtys:

Fal B =%; d=al(l—Ly); x=—pXcosd;, y=p XxXsind

Kur a ir C — koeficientai.

Parametras a — m proporcingumo koeficientas, susiejantis tiesius Zemélapio
meridianus su jy ilgumos skirtumais (0 < a < 1). IS pateikty formuliy matyti, kad kai g
= 0, parametras C tampa ekvatoriaus projekcijos plokstumeoje apskritimo spinduliu.

Kai ¢ = 1, tai gaunama normalios azimutinés lygiakampés stereografinés
projekcijos lygtis.



Laipsninés linijinés formulés.
N
Projekcija, kurios iSraiSka yra X+ iy= z a, (iD)*
k=0

galima perrasyti kitaip, iSskaidant jg i laipsnines linijines formules, kuriose dydis nuo
pateikiamo tasko platumos. Tokio pavidalo laipsnines linijines lygtis naudoja kuriant
skersines cilindrines Gauso — Kriugerio ir UTM projekcijas. Gauso — Kriugerio
projekcijoje neiSkraipomas asinio meridiano ilgis, o UTM projekcijoje jo dalinio
mastelio ilgis lygus m, = 0,9996. Paciu bendriausiu pavidalu lygtis uzrasoma taip:

N
x+iy= Y (a, +ib,)(x' +iy)*¥
y k ke y
k=0

Kur X" iry" yra arba lygiis izometrinéms koordinatéms q ir | arba jos yra bazinés
projekcijos koordinatés. Bazine gali buiti azimutiné stereografiné projekcija.

Siekiant supaprastinti skai¢iavimus, susijusius su laipsninémis lygtimis, laipsnines
lygtis transformuoja, atskiriant realia ir menama lygties dalis. Jas isreiSkia Siomis
formulémis:

x=;(ﬂka—kak) y=Z(ﬂka+kak)
= k=0



Dydziai P ir Q iSskai¢iuojami naudejant formules:

P,=P, P, —Q,_1Q, Qr=Pr_1Q1— Qr_1Py

Po=1 Qy=0 P,=x" Q=Y

Kai kuriose lygtyse staciakampés koordinaté pateiktos naudodajant poliniy
koordinaciy lygtis: direkcinj kampg a ir atstumg p. Tokiu atveju koordinaciu
skai¢iavimo polinomas bus toks:

Py = p*cos(ka) Q. = p*sin(ka)

Projekcijos vaizdas priklauso nuo polinomo laipsnio bei ju koeficienty. Sios
lygtys placiai naudojamos kuriant lygiakampes kartografines projekcijas.



Placiausiai naudojamos lygiakampés projekcijos pasizymi viena ypatybe, kuria
i teoremos lygmenj 1853 metais iS§kélé Pafnutijus Cebysevas (1821 — 1894), 1894
metais jrodé Dmitrijus Gravé (1863-1939). Teorema skelbia, kad geriausia
lygiakampé kartografiné projekcija yra ta, kurios visose periferinése srityse mastelis
yra pastovus. Visos projekcijos, kurios remiasi tokia nuostata, vadinamos Cebysevo
projekcijomis. Siose projekcijose visose Zemélapio dalyse mastelis yra artimas 1.
Zemélapj rémina izokola, turinti didZiausia dalinj masteli. Kartografuojamos
teritorijos centre mastelis turi maziausias reik§mes.

Lygiakampése projekcijose dalinis ploto mastelis lygus p = m?, o jo logaritmas
lygus In p =2 In m. Tai reiSkia, kad jeigu mastelis m maziausiai nukrypsta nuo 1, tai
dydziai In m ir In p maZiausiai nukrypsta nuo 0. Visa tai rodo, kad CebySevo
projekcijose ploty iSkraipymas yra minimalus ir artimas 0. Tarp lygiakampiy
projekciju Cebysevo projekcijos yra labiausiai artimos lygiatarpéms projekcijoms.

CebySevo teorema turi svarbia teorine ir praktine reik§mes. Ja remiantis
dazniausiai parenkamos projekcijos. Azimutinése projekcijose izokolos turi
koncentriSky apskritimy, sutampanciu su paralelémis arba almukantaratais, forma,
kas rodo, kad azimutinés projekcijos geriausial tinka ovalinéms teritorijoms
kartografuoti. Normaliose kiiginése ir cilindrinése projekcijose izokolos taip pat
sutampa su paralelémis. Tai reiSkia, kad teritorijoms, iStestoms paraleliy
(almukantaratu) kryptimi CebyS$evo projekcijos taip pat yra tinkamiausios.



Naudojami kiekybiniai Ceby$evo projekcijos konstravimo metodai yra
paremti dvieju uzdaviniy sprendimu:

Remiantis nustatytu daliniu masteliu ieskomi iSkraipymo rodikliai visame
Zemélapio plote.

Remiantis nustatytu daliniu masteliu skaiciuojamos lygiakampiu projekciju
koordinaciy tasky sankirtos.

Sprendimy lygtys yra labai sudétingos. Ju sudétingumas padidéja dar, jeigu
teritorijos kontiiras yra vingiuotas. Dazniausiai tokia vingiuota linija
generalizuojama ir jai nustatomas izokoly forma. XIX — XX amziais buvo sukurta
nemazai lygiakampiy kartografiniu projekcijy, kuriose izokoly kontirai buvo
derinami prie Kkartografuojamy teritoriju siluety — priderintos Kkartografinés
projekcijos. Pla¢iausiai Zinomos olando Sarlio Selso (Charles Mathieu Schols, 1849
— 1897), pranciizo Zano Laborde (Jean Laborde), amerikie¢io Osborno Milerio
(Osborn Maitland Miller, 1897 — 1979). Viena placdiausiai naudojamuy priderintyjuy
projekciju yra LagranZo projekcija. Ji tinkama kartografuoti visoms Zemés
vietoms, isskyrus poliarines sritis., kadangi ties asigaliais projekcija netenka
lygiakampiSkumo savybiy. Juos tikslingiausia kartografuoti normalioje
stereografinéje projekcijoje.



P.CebySevo patobulinta lygiakampé LagranZo projekcija. Optimaliausia
kartografuojamos teritorijos vaizda ribojaelipsiné izokola, kurios centras yra taske O,
air b yra jos pusasés.



Lygiakampéje LagranZo projekcijoje Zemés pavirsiaus vaizdas pateikiamas
apskritime, kurj riboja du meridianai (4 = £ 180°). Jy padétis nustatoma nuo vidurinio
meridiano — tiesés. Skai¢iavimams naudojamos Sios lygtys:

k x siné k % sind’ X cosé
i 1+ cosd’' X cosd' L 1 4+ cosA’ X coséd

T 0
ﬂ'r = aAd tg(1+i) =.3Ua

Siy formuliy X asis nukreipta isilgai viduriniojo meridiano — tiesés- i Siaure , 0 Y
aSis — iSilgai paralelés — tiesés — j rytus. Lygtyje naudojami trys parametrai a, g ir Kk,
kurie lemia projekcijos savybes ir pobidi.

Toliau pateikiamas Lagranzo priderintosios projekcijos algoritmas. Zemélapyje
numatomas centrinis taskas 0 (¢,, 4,). IS Sio taSko bréziama elipsiné izokola, kurios
pusasés yra a ir b. Pusasé sutapatinimas su meridiano kryptimi, pusasé b — su paralelés.

Zemélapyje vertinamos laipsninés pusasiu reik§meés: a — platumos, b — ilgumos.
Pavyzdziui a = 17°, b = 21°. Tuomet skai¢iuojamas parametras a:

1-—n* ; b
1+n2xc05 Pg H—E

Parametras a yra labai svarbus. Jis nustatomas remiantis izokolos, ribojancios
kontuira, pusasémis. 1zokolos formos priklauso nuo parametro a:

a > 1 —izokolos yra ovalal, iStesti iSilgai meridiany.

a = 1 — izokolos yra apskritimai.

a < 1 —izokolos yra ovalai, iStesti iSilgai paraleliy.

a = 0 — 1zokolos yra lygiagrecios ekvatoriui tieseés.

at=1+




Parametras f skai¢iuojamas naudojant lygti: i g Singg X Us®

a — Singg

Parametras # nurodo Lagranzo projekcijoje vienintelés paralelés, kuri yra tiese,
platumg. Likusios paralelés yra apskritimu lankai. Tiesinés paralelés 6 = 0, Jos
platuma ¢, nustatoma remiantis formule:

T fpp) s
t (— HEE
Kai g =1, tai ekvatorius bus tiese.

Parametras k yra iSorinio meridiano apskritimo spindulys. Jo ilgis yra lygus
pusei vidurinio meridiano arba pusei nuotolio tarp aSigaliy projekcijoje. Dydis k
skaiciuojamas remiantis formulémis:

Mg X1

o 1
T 0

0 ;
1+ secd ' G
(1+ secdy) g sing,

Skaiciuojant parametra K biitina atsiminti, kad m,yra centrinio Zemélapio tasko
O (@o 4o) mastelis. Jis prilyginamas 1 arba jo dydzio nustatymui galima naudoti
Vladimiro Kavraiskio formule. Sioje formuléje naudojamas ribojancios elipsinés
Izokolos asiy susikirtimo kampg dalijantis pusiau skersmuo. ISreiSkus a ir b pusases
radianais, 0 minétos 1zokolos skersmenij per jo spindulj, gaunama formulé:

a* x b*
4(a* + b*)

gy =



Remiantis Sia metodika sukurtos projekcijos pateiktos toliau esanciuose
paveiksluose. Siuose paveiksluose taip pat nubrézti stadiakampiai j kuriuos jbrézZtos
elipsinés izokolos. Pirmame paveiksle aiSkia matyti, kad apskritimai, kuriy skersmuo
gaublio pavirsiuje yra vienodas uz staciakampio riby yra keleriopai didesni.
Staciakampio viduje apskritimai yra su maziausiais iSkraipymais. Ribojancioje
izokoloje dalinis ilgiy mastelis m = 1,350. Minimalis iSkraipymai yra centriniame
projekcijos taske ir siekia my= 0,675.

Kitame paveiksle pateiktas pasaulio zemélapis, kurio izokoly pusasés lygios a =
90°, b = 180° o Lagranzo projekciju parametrai a« = 0,632, # = 1, m= 0,507. Tikslesni
skai¢iavimai rodo, kad dalinis ilgiy mastelis centriniame Zemélapio taske turéty biti
10% didesnis. Visi skai¢iavimai, Kurie apraSyti remiantis Sia metodika turi biuti
vertinami kaip preliminarias. Galutinis projekcijos konstravimas vykdomas atlikus jos
parametry patikslinimg.

Zemélapio lapai daZniausiai turi staciakampio forma. CebySevo projekcijos,
kurioje izokolos jgauna taisyklinga poligonaline forma (suapvalinti staciakampio
kampai) sukaré Dzonas Snyderis (John Snyder) 1984 metais. Toliau esaniame
paveiksle pateikta §i projekcija, kurioje kartografuota JAV teritorija. Salies teritorija
riboja praktiskai stac¢iakampé izokola, kurios dalinis ilgiy mastelis yra 1,01083.
Arciau centro daliniai ilgiy masteliai lygas 1, o paciame centre — 0,989. Projekcijos
pagrindu pasirinkta azimutiné stereografiné projekcija. Daugelis projekcijos
parametry lygis 0, iSskyrus tik Siuos dydzius:

a, = 0,988, a,=-0,050909, a.=0,085528



P.Cebysevo patobulinta LagranZo lygiakampé Ramiojo vandenyno projekcija.
Maziausi iSkraipymai yra raudoname stac¢iakampyje. '



- Pasaulio Zemélapis, sudarytas adaptuotoje lygiakampeje LagranZo projekcijoje.
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Optimaliausias JAV Zemélapis, sudarytas lygiakampéje projekcijoje. Vaizda
ribojanti dalinio mastelio iSkraipymuy izikola turi beveik staCiakampio forma.



Lygiatarpiu projekciju konstravimas

Placiai lygiatarpiu projekciju konstravima nagrinéjo Johanas Heinrichas
Lambertas, Maksas Ekertas, Karlas Molveidé, Heinrichas Christianas Albersas,
Vladimiras Kavraiskis, Levas Bugajevskis.

Pagrindiné salyga, konstruojant lygiatarpes projekcijas yra ta, kad dalinis ploty
mastelis turi buti lygus vienetui: p = 1. Ivertinant Gauso koeficienty iSraisSkas,
sukimosi elipsoidui Si salyga turi atitikti reikSme h = H.

XpYr —YpXp =M X7
Rutuliui §i salyga iSreiSkiama taip: XYy R*coso

Taciau Siy lygciy, kad jos vienareikSmiskai tenkinty salyga p = 1 nepakanka,
todél skaiciavimams naudojamos ir Kitos lygtys. Elipsoidui jos yra sudétingesnés, tuo
tarpu gaubliui — paprastesnés. Toliau pateikiamose lygtyse taikomi tokie simboliai:

P — elipsoido pavirSiaus plotas, apribotas ekvatoriumi, platumos paralele B ir
dviem meridianais, ilgumos skirtumas tarp kuriy yra 1 radianas.

S — meridiano lanko ilgis nuo ekvatoriaus iki platumos paralelés B.

C — koeficientas parodantis, koks yra cilindro, j kurj projektuojamas elipsoido
pavirsius, pagrindo spindulio ilgis. Daroma prielaida, kad azimutiniuy ir kaginiy
projekcijy koordinatés bus skaic¢iuojamos pagal formules

XxX=d—pXcosd;, y=pXsino.



11 lentelé. Lygiatarpiu projekcijuy pradinés salygos ir bendrosios formulés.

Klasés Kartografiniu projekciju grupés
Azimutinés (o = 1), kuginés (0 <a <1) Cilindrinés (a = 0)
Bazinés £=10; cappp = —Mr; e S R*cosg;
bl E R:
Fsp(le e doy Cpt =Gt P x = —>5sing; v=C(L—L,)
o C
(TT T (5 1 -
& 1 tg J=n:r, n=—; m=—; p=15L
ﬂZ—p; m=—; p=1; 4 i T T+ w
T i) fﬂ( J =a
4
Pseudoaz_m.lu.tlnes, PPE(ZF_ = —Mr; p8,=r; 1 R g
Pseudok.u.glne.s, : 5 2 i A o [f) HiSEL -
pseudocilindrinés 1 22 g x= f X pde;
n=1; ms pop=1; 0
COsE
glifeme = B L L Ricosg
tge = (L L,}}(smﬂ pJ“ = (=i
(rrg
Poliazimutinés, i, 816088 = ppy by = Mr AR b : 1 ;.5
polikuiginés, p=1L iz n X cose
o eoge . . d — d E i + E H
policilindrinés (B0 = el p=1
Mr(L—L,) dgsind
et 13 i Yo
s dgsind + pdg i
R d,cos8 — pp
A P8 T 1 (%) 1
55 i £ n % cose tg [_) = Ev"m"n- e




Ortogonalinés lygiatarpés projekcijos. Papildoma salyga lygiatarpéms projekcijoms
yra kartografinio tinklo orogonolaliSkumas: - = ()

Svary indéli, nagrinéjant lygiatarpiu ortogonaliniy Kkartografiniy projekciju
salygas jnesé Sveicaras Leonardas Eileris (Leonhard Euler, 1707 — 1783). Ortogonalinés
lygiatarpés projekcijos gali biiti azimutiné, kiiginés ir cilindriné. Jy sudarymui pakanka
patenkinti salyga p = 1.

Azimutinése projekcijose (@ = 1) projektavimo plokstuma gali liesti arba Kirsti
elipsoida (gaublj). Normalau projektavimo atveju kertancioji plokStuma sutaps su
paralele B,. Tuo atveju ploty mastelis bus pastovus, tac¢iau nelygus 1. Daliniai masteliai p,
m ir n, kurie skaic¢iuojami remiantis formulémis, pateiktomis 8 lenteléje, turi buti

pakeisti padauginus juos is koeficiento k. r

Pk

Tokiu budu ties paralele, kuria kerta plokstuma, mastelis bus lygus pagrindiniam
masteliui, o dalinis ploto mastelis bus lygus k = k2.

Pseudoazimutinés ir pseudokiiginés projekcijos. Kuriant Sias projekcijas,
iSkeliamos dvi salygos: p = 1, n = 1. Tai leidzia sukurti tokias projekcijas, kuriose
neiSkraipomi plotai ir paraleliy ilgiai. Vidurinio meridiano ilgis taip pat neiSkraipomas
(m, = 1) v

Pseudocilindrinés projekcijos. Sios projekcijos paprastai sudaromos gaubliui. Jose
lygiatarpiSkumo savybé iSreiSkiama tokia priklausomybe:

k

X,¥; = R* X cosg



Projekcijos lygtis gaunama atlikus integravima: & R* X cosq

Y
Xy

Lygiatarpés pseudocilindrininés projekcijos vaizdas priklauso nuo platumos
abscisiy iSvestinés. Pavyzdziui, X, =R, tuomet projekcijai apibadinti taikomos Sios

lygtys:

x=Rp;, y=AXRcosp; n=1, m=  tgE=A X sing

COSE

Tai lygiatarpés pseudocilindrinés sinusoidinés Sansono projekcijos lygtys.

Poliazimutinés ir polikiiginés projekcijos. Sioms projekcijoms be
lygiatarpiSkumo (p = 1) salygos, pateikiamos ir kitos:

1. Paraleliy centry padétis ant vidurinio meridiano turi atitikti salyga d = d(B).

2. Paraleliy spinduliai turi atitikti salyga p = p(B).

Rusy kartografé Tatjana Tolstova 1981 metais lygiatarpei poliazimutinei gaublio
projekcijai pritaiké panaudojo dydzius:

Mecimpnzsr
=25 —I—EJ p= = 2(1—cos?)

1986 metais Levas Bugajevskis lygiatarpei polikiiginei elipsoido projekcijai

panaudojo dydzius:

d=NXxXctgB+5;, p=NXctghb

Rusy mokslininko  Grigorijaus MeS¢iariakovo nuomone lygiatarpéms
projekcijoms netaikoma CebySevo teorema, tadiau jas kuriant siekiama, kad
iSkraipymy izokolos atitikty kartografuojamos teritorijos kontirus, tai yra bity
artimos staciakampiui, elipsel ar apskritimui.



Lygiatarpés projekcijos — tai projekcijos kuriose mastelis vien i§ pagrindiniy
kryp¢iy  (paraleliu ar meridiany) yra pastovus. Praktinj pritaikomuma turi
ortogonalinés lygiatarpés elipsoido ar gaublio projekcijos. Jose pagrindinés Kryptys
sutampa su meridiany ar paraleliy kryptimis, o ekstremaliais yra daliniai m ir n
masteliai. Praktikoje placiau taikomos lygiatarpés azimutinés, kiginés ir cilindrinés
projekcijos.

CebySevo teoremos jrodymai lygiakampéms projekcijoms taip pat tinka ir
ortogonalinéms lygiatarpéms projekcijoms, kur pagrindiné Kryptis sutampa su
meridiany Kryptimi. Jas konstruojant stengiamasi, kad iSoriné izokola atitikty
kartografuojamos teritorijos kontiirus.

Lygiatarpés meridiany kryptimi projekcijos. Sios projekcijos turi pladiausia
praktinj pritaikyma. Pagrindiné salyga, kad meridiano mastelis baty nekintamas: 11
lenteléje pateiktos suvestinés §j reikalavima atitinkancios formulés azimutinéms,
kiiginéms ir cilindrinéms projekcijoms. Formulése S atitinka meridiano lanko tarp
ekvatoriaus ir platumos paralelés B ilgi, 0 C dydis yra projekcijos parametras.

Kuriamos lygiatarpés projekcijos su pastoviu daliniu masteliu, kuri nelygus 1.
Toks mastelis azimutinése projekcijose yra tada, kai projektuojamoji plokStuma
kerta, 0 ne liefia gaublj ar elipsoida. Plokstuma kerta sfera ties pagrindine paralele
B,. Siuo atveju, naudojant pateiktas formules dydziy p, m, n skai¢iavimui, kada
a = 1, gautus rezultatus butina padauginti i§ koeficiento, kuris nustatomas taip:

Fp

Lk —
£



Meridiany Kkryptimi apibendrintos projekcijos. Nikolajus Urmajevas sukiiré
meridiany Kryptimi apibendrinta kugine projekcija gaubliui. Tokioje projekcijoje,
palyginus su jprastomis kuiginémis projekcijomis, sumazinti ir tolygiau paskirstyti
iSkraipymo dydziai. Levas Bugajevskis meridiany kryptimi apibendrintas kartografines
projekcijas kiiré sukimosi elipsoidui. Atvirkstinio matematinés kartografijos uzdavinio
sprendimas, esant salygoms kai ¢ = 1 ir m = 1 leido sukurti koordinaciuy skaiciavimo

formules:
alC=5)1

r

Vidurinio meridiano atzvilgiu simetriSkam kartografiniam tinklui tinkamos Sios
formulés:

xX=+—(C—8)xcos8; y=(€C—8)xX5ind; m=1; n

b
L=1+b 2+ bel s S=a(L+213+ 215+ ;)

Asimetri§kam tinklui formulés yra kiek kitokios:

b b b
Elea e e e e 5=m(L+?1L3 +§L3 +ff:‘+---)

Kur S - meridiano lanko ilgis, skai¢iuejamas nuo ekvatoriaus.
L — ilguma, skai¢iuojama nuo vidurinio meridiano.
C, a, b; — projekcijos parametrai. Parametry reik§més gaunamos suteikiant
paraleléms dalinius mastelius arba kartografuojamos teritorijos kontiire parelelés
masteli padarant pastoviu: n = const.



11 lentelé. Pagrindinés lygiatarpiu projekciju formulés.

Azimutinés (o=1) ir kugineés (0<a<1) Cilindrinés (a=1)
= —NM
e e e e e e
p=0C—35; 5'=|::r;(L—L,}:I; C
iy et s RS R e
ap
= =i —
{ i

a=m; b=n arabaa=n; b=m;
a=m: b=narbaa=mnb=m

i ﬂ_—b . il Iﬂ-—b
sin — = TR

ﬂl—b 2 a+b




Laisvosios cilindrinés projekcijos su nustatytu iSkraipymy pasiskirstymu.
Tokias projekcijas yra pasiules Nikolajus Urmanovas. Viena ju — normali cilindriné
projekcija, simetriSka ekvatoriaus atzvilgiu. Mastelis meridiany Kryptimi yra aiskia
fiksuotas ir gali buiti aprasomas daugianariu:

X dx ;S 4
m = R szquﬂﬂ+ﬂzq) +ﬂ4{ﬂ + e,

Nezinomi koeficientai gali buti iSskaiciuoti, kelioms paraleléms suteikus daliniy
masteliy m reikSmes. N. Urmajevas pasialé tokius dalinius mastelius taikyti trims
platumoms: ¢, =0° @, = 60° ¢; =80°. Jose dalinial mastelia bus lygias m, = 1,0, m, =
1,5, m; = 2,0. Tai leidzia tris nezinomus Koeficientus iSskaiciuoti sprendziant tris
linijines lygtis arba naudojant interpoliacine Njutono formule su individuliais
skirtingumais. Atlikus integravima, X (abscisiy) aSies formulé, 0 ordinaciy y reikSmés
skai¢iuojamos taikant bendraja cilindriniy projekcijuy formule:

I=H(ﬂu*;ﬂ +?*;ﬂ3 +?§05); ¥y = R(4—4)



Kartografiniu projekciju optimizacija

Viena pagrindiniy, kurias sprendzia kartografijos mokslas — tal tinkamiausiy
projekciju sukiirimas. Kartografijos veikaluose Kkartais rasomi teiginiai, kad
kartografiniy projekciju sukurta daug, net pernelyg daug. Taciau tobuléjancios
kartografiniy vaizdy kirimo technologijos vercdia Kkurti vis naujas projekcijas,
geriausial atitinkancias praktinius reikalavimus. Kiekviena kartografiné projekcija
turt savus privalumus ir trikumus. Universaliy tobuly, tinkanciy visiems
projektavimo atvejams net ir teoriSkai negalima sukurti. Todél kyla tinkamiausios
projekcijos problema.

Tinkamiausia projekcija vadinama projekcija, kuri optimaliausiai tenkina
reikalavimy visuma, susijusia su konkretaus zemeélapio paskirtimi.

Uzdaviniai, susije su tokiy projekciju paieska realizuojami nuo XIX amziaus
pradZios. Rusy mokslininkas Pafnutijus CebyS$evas sukiiré metoda optimaliausioms
lygiakampéms projekcijoms nustatyti. Brity astronomas DzZordzas Bidelis Eiris
(George Biddel Airy, 1801 — 1892) sukiiré metoda minimaliems iSkraipymams
jvertinti ir leidziantj parinkti tinkamiausia projekcija konkretiems atvejams.

Tinkamiausiy projekciju parinkimas susijes su iSkraipymo dydziy jvertinimu.
Kita vertus, iSkraipymo dydziai ne kiekviena kartg biina lemiantys. Ypac tai budinga
kuriant teminius Zemeélapius. Jy atveju svarbesniu tampa zemélapiuy vaizdumas,
leidziantis iSrySkinti specifinius kartografuojamy reiSkiniy bruozus. Tokiais atvejai
projekcija traktuojama kaip svarbus zemélapio dizaino elementas.



Parenkant tinkamiausia projekcija visada atsizvelgiama | reikalavimy
visuma:

1. Kartografuojamos teritorijos dydis ir geografiné padétis.

2. Specifiniai temos reikalavimai, susije, pavyzdziui, su ekvatoriniy ir
poliariniy sri¢iy vaizdavimu viename zemélapyje, kartografuojamo reiskinio
zoniSkumo pateikimas, mastelio nevienodumas atskirose Zzemélapio dalyse ir
panasiai.

3. Dizaino kriterijai, susije su vidurinio meridiano ir ekvatoriaus padétimi,
atitinkamu Zemynu iSdéstymu, poliu ir poliariniy regiony pateikimu, meridiany ir
paraleliy kreivumao atitikimu.

4. Zemélapio paskirtimi (demonstraciniai, informaciniai, elektroniniai,
specialus), kuomet atsizvelgiama j konkreciy Zemeélapiy kiirimo tradicijas,
vartotoju kompetencijg, analizés budus.

5. ISkraipymu pobudij, dydzius, pasiskirstyma3.

Daugelis Siy reikalavimy yra sunkiai formalizuojami, tedél tinkamiausios
projekcijos kuriamos priartéjimo biidu, naudojant interaktyvius metodus.

Siuo metu aiSkiausiai formalizuoti reikalavimai, susije su i§kraipymo
dydziais. Atranka vykdoma tokiu nuoseklumu:

Nustatoma projekcijos klasé — iSkraipymo Kriterijai — tinkamiausiy
parametry, atitinkanciy reikalavimus, paieska.



1977 metais c¢ekas Vladislovas Hojovecas (Vladislav Hojovec) pasialé
kartografiniy projekcijy optimizacijos parinkimo eiga. Pasirinktos projekciju klasés
lygtys papildomos naujomis lygtimis su nezinomais parametrais, Kuriuos bitina
nustatyti. Pavyzdziui:

x=x(@ ) +Ax(p,4); y= (@ 1) +Ay(p 1)

DeSinioji kiekvienos lygties pusé susideda i$ dvieju dedamyju: pirmoji — Zinomos
pirminés lygtys, antroji — priedas, kurji pasirinkus minimalizuojami iSkraipymai.
Hojovecas iSnmagrinéjo Sansono lygiatarpés pseudocilindrinés projekcijos lygtis,
papildydamas jas kartografinio tinklo simetrija vidurinio meridiano ir ekvatoriaus
atzvilgiu garantuojanciais polinomais. Kartu jis panaudojo ir Eirio variacinio
kriterijaus minimalizavimo polinomo koeficientus:

e %ﬂ[(n _1)2 4 (b= 1)]dodi.

Sios funkcijos minimalizacija atlikta plote, kurj riboja ekvatorius, 80° §iaurés
platumos paralelé, vidurinis meridianas ir meridianas, 180° nutoles nuo vidurinio
meridiano. Jvertinant Sansono projekcijos simetriSkuma, galima teigti, kad pasaulio
Zemélapio iSkraipymy minimalizacija atlikta teritorijoje, esancioje tarp + 80°. Sansono
projekcijoje dydis | = 0,9398. Naujoje projekcijoje | = 0,2624, tai yra 3,5 karto mazesnis.
Naujoje projekcijos, kurios sferos spindulys R = 1, gautos tokios lygtys:

x = 0,839660¢ — 0,044600¢° + 0,040118¢4%;
y = cos@i — 0,2272404 + 0,224915¢*21 — 0,005347 13,



O.p.timizuota Sah.sd.no lygiaploté p'Seudocilindrihé 'proje-kCija i




97 paveiksle pateiktas Zzemélapio maketas Sioje projekcijoje. Tyrimai parodé,
kad lokalus sferos apkritimai (ratai), nubrézti kartografinio tinklo liniju
susikirtimo taskuose Sioje projekcijoje yra beveik neiSkraipyti. Deformacijos
matomos tik Zemélapio pakras¢iuose. Sioje projekcijoje ilgiu iSkraipymas yra 2
kartus, 0 formy kontiry 4 kartus mazesni nei Sansono projekcijoje. Taciau Si
projekcija turi kity trikumy. Projekcija tapo nelygiatarpe. llgiai tapo 20%
maZesni, 0 aSigaliai i§ taSky virto didelio kreivumo lankais. Hojoveco sukurta
projekcija Zenkliai skiriasi nuo pradinio varianto - Sansono sinusoidinés
pseudocilindrinés projekcijos.

1997 metais Peteris Laskovskis (Peter Laskowski) optimizavo projekcija,
kuria pavadino trioptimalia. Jai sukurti jis panaudojo penktos eilés bisimetrinius
polinomus, turinfius 9 parametrus. Parametry reikSmés nustatytos
minimalizuojant vidutinj kvadratinj nuokrypij w.

= Wp.fu-m X Ep.fﬂ-m A me"mas X Efm"mas + wi.l‘gia X Eﬂgia



Ploty, formos ir ilgio iSkraipymai nustatyti remiantis Siomis formulémis:

N

N
1 z : 1 a; 2
3 2 - 5 Z i :
E’P'rﬂ'tﬂ U (E) ._1(aibi e 1) ) E‘fuﬂnas s (E) (b_: g 1) )

i=1

Eirgic = (%)i(di xD)% Q= || (N‘lid- ) X (N—li Df)
i=1 j - _

\ i=1

=

Kur N — matavimy skaicius.
a, b — ekstremaliis daliniai ilgio masteliai.
d —atstumai projekcijoje.
D — atitinkami atstumai rutulio pavirSiuje.
Rutulio, kurio R = 1, X aSis nukreipta j Siaure, o Y asis — i rytus, projekcijos
lygtys yra tokios:

x =1,00384¢@ + 0,0802894¢pA" + 0,099890¢* + 0,000199025¢pA* — 0,02855¢*A* — 0,0491032p";

y=0,9755344—0,119161¢*A1— 0,0143059¢>4> — 0,0547009¢p* A,



P.Laskovskio tri-optimali projekcija. ISkraipymai maziausi trimis kryptimis.



Projekcijos skai¢iavimams pasirinkta 5000 tasky (N = 5000), kurie tolygial
iSsklide rutulio pavirSiuje. Kampiniai atstumai tarp juy svyravo nuo 10° iki 40°
Skaiciavimuose tasky poros pasirinktos taikant atsitiktinumo principg. Pagrindinis
reikalavimas projekcijai — kartografuojamos teritorijos vaizdumas. Projekcijoje
néra ploty persidengimo, sudétingos kartografinio tinklo konfigiiracijos, kontiiry
transformacijos i linijas ar taskus. Subalansavus i§kraipymus, pateiktas visas Zemés
pavir§ius, 0 Antarktida iSlaiké ovaline forma. Tri- optimalioje projekcijoje Zemés
pavirS§ius pateiktas nepertrauktu vaizdu. Poliai nubrézti kreivémis. Poliariniy
rajony perspektyva sukuria sferiSkumo iliuzija. Projekcijoje islaikyta kartografinio
tinklo simetrija ekvatoriaus ir vidurinio meridiano atzvilgiu. Ekvatoriuje
pagrindinis mastelis yra pastovus.

Sioje projekcijoje plotai ir atstumai iSkraipyti vienodai. Formu i§kraipymai
yra 2 kartus didesni nei Sansono projekcijoje. Centrinéje zemélapio dalyje,
apimancioje Afrika, Europa, dali Azijos, Siaurés ir Pietu Amerikos plotu
iSkraipymas yra 2 kartus didesnis nei Sansono projekcijoje, o ilgiy ir formy
iSkraipymai yra beveik vienodi.



